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 چکیده:
توزیع مناسب ثروت در جامعه از مسائل مهم و تاثیرگذار در ایجاد ثبات اقتصادی و اجتماعی آن 

جامعه است. به همین منظور بررسی رفتار توزیع درآمد در یک جامعه از اهمیت زیادی برخوردار 

های زیادی معرفی و عملکرد آنها از لحاظ دقت مورد مقایسه امر تاکنون شاخصن است و برای ای

و نمودار متناظر  )1TTT( زمان کل آزمون. هدف اصلی این پژوهش معرفی تبدیل قرارگرفته است

 2و مقایسه آن با شاخص های لورنتسری درآمد بسنجش نابراآن به عنوان یک شاخص مطلوب برای 

های درآمد خانوارهای ایرانی در بازه زیه و تحلیل این شاخص از ریز دادهاست. برای تج 3و زنگا

دهد که تبدیل دست آمده نشان میاستفاده شده است. نتایج به 1390-1395های زمانی سال

TTT  عملکردی شبیه شاخص زنگا دارد و در مقایسه با تبدیل لورنتس عملکرد بهتری در نشان

یک مدل  4توابع تغییرشکلبا استفاده از  یپایانبخش در مچنین دادن نابرابری درآمد دارد. ه

 هاهای پایه درآمد، تعمیمی از این توزیعتغییرشکل یافته جدید را معرفی و با در نظر گرفتن توزیع

آوریم. دست میو برآورد درستنمایی ماکسیمم پارامترهای هر مدل را به هاویژگیبرخی و  ارائهرا 

 ،(1983آرنولد )شهروندان در تگزاس،  درآمد هایهداد د بهجدیهای توزیع برازندگیعلاوه بر این، 

 باشند.از نتایج دیگر این مقاله می 1395داده های درآمد خانوارهای ایرانی در سال و 
 

 .JEL: D63  ،D31 ،D30 ،C16بندی طبقه

 یر شکلتابع تغیمنحنی لورنتس، ،  TTT نمودار، نابرابری درآمد،  TTTتبدیل :هاکلیدواژه

                                                             
1. Total Time on Test 
2. Lorenz 
3. Zenga 
4. Distortion functions 
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 تحقیق ه و پیشینهمقدم. 1
یکی از مولفه های اصلی و مهم برای پیشرفت و ثبات اجتماعی در یک جامعه توزیع عادلانه 

وجود ثروت و درآمد در بین افراد آن جامعه است. توزیع نامناسب ثروت به مرور باعث به

در جامعه خواهد شد. به همین سبب های اجتماعی آمدن اختلاف طبقاتی و ناهنجاری

یکی از مسائل بسیار مهمی است ، اطلاع از نحوه توزیع درآمد در بین اقشار مختلف مردم

که همواره توسط دولتمردان، اقتصاددانان و فعالان حقوق اجتماعی پیگیری و مورد مطالعه 

ن نابرابری درآمد دهنده میزاهایی که نشانگیرد. بنابراین یافتن شاخصو بررسی قرار می

های نابرابری درآمد است. یکی از اولین شاخص است از اهمیت بسیار بالایی برخوردار

( در رساله دکترایش معرفی شد. در سال 1905) سمنحنی لورنتس است که توسط لورنت

با استفاده از منحنی لورنتس ضریب جینی را به عنوان یک شاخص  1کوواردو جینی 1912

( به 1930) 2فرونیسنجش نابرابری اقتصادی معرفی نمود. سپس کارلو بن اقتصادی برای

کمک منحنی لورنتس منحنی دیگری را با عنوان منحنی بن فرونی معرفی کرد که در اندازه 

( شاخص جدیدی بر 1967) 3های اقتصادی کاربرد داشت. پس از آن تایلگیری نابرابری

یک شاخص دیگر بر اساس تابع  4آتکینسون 1970اساس آنتروپی معرفی نمود و در سال 

داد. های پایین حساسیت بیشتری نشان میرفاه اجتماعی معرفی نمود که نسبت به درآمد

( نیز یک شاخص بر اساس چندک گشتاور مرتبه اول ناقص و چندک توزیع 1984) زنگا

ین جامعه ( بر اساس مقایسه میانگین درآمدهای پای2007سپس زنگا ) .درآمد معرفی نمود

 نسبت به میانگین درآمدهای بالای جامعه معرفی کرد.

های ( یک مطالعه جامع در برآورد و ارزیابی سازگاری شاخص1384ابونوری و اسناوندی )

های پارامتریک اند. مقایسه روشهای ایران انجام دادهنابرابری اقتصادی با استفاده از ریزداده

( صورت 2000کلوگان )نی توسط ابونوری و مکو ناپارامتریک در محاسبه ضریب جی

های است. یک روش جدید برای برآورد ضریب جینی به ویژه برای اطلاعات گروهگرفته

طبقه، بدون انتها و بدون اطلاعات درباره میانگین درآمدهای طبقات  kطبقه بندی شده در 

های ( ارائه شده است. همچنین مقایسه نابرابری درآمد با روش2003نیز توسط ابونوری )

( و ارتباط بین ساختار تولید و 1392پارامتریک و ناپارامتریک توسط ابونوری و ذوقی )

از تبدیل لورنتس  هاییویژگیاست. ( بیان شده1394توزیع درآمد توسط ابونوری و فراهتی )

                                                             
1. Gini 
2. Bonferroni 
3. Theil 
4. Atkinson 
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( مورد بررسی و 1394( و بهدانی و همکاران )1391را نیز بهدانی و محتشمی برزادران )

( نیز 1397( و میرزایی و همکاران )1393اند. خراشادی زاده و همکاران )مطالعه قرار داده

درآمد مورد تجزیه و تحلیل قرار  شاخص زنگا را به عنوان معیاری برای سنجش نابرابری

 اند.داده

از جمله طول  یکی دیگر از ابزارهای مهم که کاربرد فراوانی در بیشتر مباحث قابلیت اعتماد

م زمان ها، سانسورها، بیمه و همچنین مفاهیم ثروت و علم اقتصاد دارد مفهوعمر سیستم

ها آزمون ( در معرفی برخی1953) ین و سوبلااست که برای اولین بار توسط اپست کل آزمون

این  (1972) ( و بارلو و همکاران1972) مورد بررسی قرار گرفت. سپس بارلو و داکسوم

ن از و همچنین نمودار آTTT  مفهوم را به طور دقیق مورد مطالعه قرار دادند. تبدیل

اقتصاد و  های نامنفی در قابلیت اعتماد،ابزارهای شناخته شده برای تجزیه و تحلیل داده

خاب مدل یک معیار مفید در انت TTT های درآمد هستند. نمودارارزیابی ریسک، و نابرابری

مطالعه  ها است. برایها و همچنین اطلاع درباره رفتار نرخ شکست دادهمناسب برای داده

نجام شده بر ای از تحقیقات امراجعه شود. در ادامه خلاصه (1975) بیشتر به بارلو و کامپو

 .شودوی این تبدیل در زمینه اقتصاد بیان میر

ضریب جینی و مفاهیم اقتصادی توسط فام و  ،با منحنی لورنتس   TTTارتباط تبدیل

 (2009) و کاوزاک و همکاران (1999) (، کیاج1997) (، پرز و همکاران1994) تارکان

ارتباط بین و  )1EW (و فزونی ثروت TTT مورد مطالعه قرار گرفت. ترتیب های تصادفی

است. لی و بیان شده (2004) لی و شیکد و (2002) آنها توسط کوچار و همکاران

 های تصادفی، تعمیم ترتیب زمان کل آزمونبا معرفی یک خانواده از ترتیب (2007شیکد)

(GTTT) های تصادفی و کاربرد آن در قابلیت ها و ارتباط آن با سایر ترتیبرا بیان و ویژگی

 برآورد (2017در ادامه مطالعه در این زمینه اسپیرویی )دست آوردند. مه را بهاعتماد و بی

TTT نیز با  (2018است و ریزوان و همکاران )دست آوردههای بزرگ را بهبرای نمونه

برخی از رده های سالخوردگی و طول عمر را  EWاستفاده از ویژگی های تبدیل 

 .اندهای آنها را به دست آوردهسازی کرده و ویژگیمشخصه

یکی از مسائل مورد علاقه محققان و پژوهشگران جستجو و مطالعه برای پیدا کردن 

ها های شناخته شده به منظور توصیف بهتر دادهها یا تعمیم توزیعهای جدید از توزیعمدل

های جدید وجود دارد که های مختلفی برای ساخت توزیعروش ها است.بندی آنو مدل

                                                             
1. Excess Wealth 



 

 

 

 

 

 درآمد ابرابرین سنجش در آزمون کل زمان تبدیل                                            92

 

اشاره  1توان به روش تبدیل، ترکیب دو یا چند متغیر و استفاده از تابع تغییر شکل یافتهمی

تابع تغییر شکل بر اساس دو دیدگاه برای تعیین یک کلاس خاصی از توابع تعریف  کرد.

ها بر اساس اصول ریاضیات و دیگری بر اساس عدم حتمیت هشده است. یکی از این دیدگا

( و دیدگاه دوم توسط 1997) تبیین شده است. دیدگاه اول توسط وانگدر نظریه اقتصاد 

ترین از معروف( ارائه شده است که کاربرد فراوانی در اقتصاد و بیمه دارد. 1987یآری )

های اقتصادی نیز کاربرد بندی دادهکه در مباحث اقتصادی و مدل نیز های آماریتوزیع

گامای نرمال، ، لگهای پارتو، خانواده بور، داگوم، لجستیکتوان از توزیعفراوانی دارند می

و  (1983(، آرنولد )2003و وایبول نام برد. کلیبر و کاتس )یافته تعمیمیافته، بتایتعمیم

 .زمینه هستند ( از مراجع کامل و مناسب در این2004مورتی و همکاران )

ها و های سنجش نابرابری درآمد، ویژگیترین شاخصتعریف برخی از معروف 2در بخش 

به عنوان یک ابزار برای سنجش  TTTتبدیل معرفی شود. ها با یکدیگر بیان میارتباط آن

های سنجش نابرابری درآمد ها و ارتباط آن با سایر شاخصویژگی ، بررسینابرابری درآمد

در اقتصاد  آنو تفسیر   TTTنمودار ها و کاربردویژگی . در ادامهشودانجام می 3در بخش 

ارائه  (2014) نحوه رسم آن بر اساس برگمن و کلفسجوبیان و و سنجش نابرابری اقتصادی 

ده های اصلی یک شاخص سنجش نابرابری برای این نمودار نشان داو با بررسی ویژگی

را به عنوان یک شاخص سنجش نابرابری اقتصادی در نظر  توان این نمودارشود که میمی

های لهای هزینه و درآمد خانوارهای ایرانی در بازه زمانی ساداده 4سپس در بخش  گرفت.

ها برای این دادهو زنگا لورنتس  ،TTTو رفتار نمودارهای تحلیل شده  1395تا  1390

عملکرد بهتری برای سنجش وجود نابرابری  TTTشود که نمودار ه میو نشان داد مقایسه

 تحلیل برایه یافت شکل تغییر هایتوزیع ازجدید  خانواده یک در پایان نیز اقتصادی دارد.

ها بر اساس معیارهای هداده این ب برازندگی در آن عملکرد و معرفی اقتصادی هایهداد
2AIC ،3CAIC ،4BIC  5وHQIC  و همچنین آمارهP تجزیه و  شود.ارزیابی می

 انجام گرفته است. Rافزار های مورد نیاز با استفاده از نرمتحلیل

 

 

                                                             
1. Distorted function 
2. Akaike information criterion 
3. Conditional akaike information criterion 
4. Bayesian information criterion 
5. Hannan–Quinn information criterion 

https://en.wikipedia.org/wiki/Bayesian_information_criterion
https://en.wikipedia.org/wiki/Hannan%E2%80%93Quinn_information_criterion
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 مبانی نظری تحقیق .2

برای بررسی نحوه توزیع درآمد و سنجش نابرابری اقتصادی در یک جامعه تاکنون 

 تریناست. از مهمگرفتههای آنها مورد بررسی قرار های زیادی معرفی شده و ویژگیشاخص

 ،و ضرایب جینی 1فرونی، زنگا، لیمکوهلرلورنتس، بن هایشاخصتوان می هاشاخصاین 

ها شاخص این هایه طور خلاصه به معرفی، بیان ویژگیبدر ادامه  که را نام بردو تایل  2پترا

 پردازیم.و همچنین ارتباط آنها با یکدیگر می

 های اقتصادیشاخص .1-2

نتس های پرکاربرد در اقتصاد شاخص لورنتس است که توسط ماکس اوتو لوراز شاخصیکی 

ار به صورت یک منحنی کمان شکل )محدب( که در زیر قطر مربع واحد قر 1905در سال 

هر چه کمان  دارد، معرفی شد و در نابرابری های اقتصادی کاربرد فراوانی دارد به طوری که

 .ستاقتصادی بیشتر ا بیشتر خم شود میزان نابرابری

 و میانگین F فرض کنید درآمد افراد در جامعه یک متغیر تصادفی نامنفی با توزیع . 1-2تعریف 

μ صورت  . در اینباشد 

𝐿(𝑝) =
1

𝜇
∫ 𝑄(𝑢)𝑑𝑢.   0 ≤ 𝑝 ≤ 1.    𝑄(𝑢) = 𝐹−1(𝑢).      
𝑝

0
     (1) 

ع تابع معکوس تابع توزی نیز 𝐹−1(𝑢)نامیده و  Fرا منحنی لورنتس توزیع L(p)  که در آن

F  شود وتابع چندک نامیده می کهاست μ نیز امید ریاضی متغیر تصادفی  X است. با انجام

𝑄(𝑝) ساده یک محاسبه = 𝜇𝐿′(𝑝) منحنی لورنتس یک منحنی . آیدبه دست می

0 برای و  L(0)=0،L(1)=1 است و[0,1]  محدب، پیوسته و صعودی در بازه ≤ 𝑝 ≤ 1 ،

𝐿(𝑝)همواره ≤ 𝑝 اگر درآمد تمام افراد جامعه یکسان باشد منجنی لورنتس منطبق بر .

به ترتیب  2و  1دهد. شکل های بود و حالت تساوی رخ میخط نیمساز مربع واحد خواهد

هایی از توزیع لگ نرمال با پارامترهای مختلف نشان نمودار تبدیل لورنتس را برای داده

 .دهندمی

𝝁 لگ نرمال با پارامترهاینمودار لورنتس توزیع : 1ل شک = 𝛔  و 𝟎 = 𝟎.𝟏.𝟎. 𝟑. 𝟎. 𝟓 

                                                             
1. Leimkuhler 
2. Petra 
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 Rمنبع: محاسبات تحقیق با نرم افزار 

𝝁 نمودار لورنتس توزیع لگ نرمال با پارامترهای: 2شکل = 𝛔  و 𝟎 = 𝟏.𝟐.𝟑 

 
 Rمنبع: محاسبات تحقیق با نرم افزار 

درآمدها و همچنین عدم های حساسیت به افزودن مقدار ثابت به این منحنی دارای ویژگی

حساسیت به تغییر متناسب همه درآمدها است. یعنی اگر به درآمد تمام افراد جامعه مقدار 

𝑎 ثابت > شود و باعث کاهش آن در میزان نابرابری درآمد تغییر ایجاد می ،اضافه شود 0

د، در تغییر کن𝑐   شود. همچنین اگر درآمد تمام افراد جامعه متناسب با مقدار مثبتمی

شود. برقراری ویژگی حساسیت به میزان نابرابری درآمد جامعه هیچ تغییری ایجاد نمی

هایی از توزیع لگ که نمودار لورنتس داده 3افزودن مقدار ثابت به درآمدها را در شکل 

 .شودباشد، مشاهده مینرمال می

نابرابری توزیع درآمد های آماری برای سنجش میزان ضرایب جینی و پترا نیز که از شاخص

( معرفی و مورد بررسی مطالعه قرار 1915( و پیترا )1912) هستند به ترتیب در جینی

ترتیب عبارتند آیند به اند. این دو ضریب که با استفاده از تبدیل لورنتس به دست میگرفته

 از:
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G = ∫ [u − L(u)]du = 1 − 2∫ L(u)du.                        
1

0

1

0
                  (2) 

P =
1

μ
∫ (µ − Q(p))dp = F(µ) − L(F(µ))
F(μ)

0
.                                (3) 

تواند به عنوان آید نیز میمنحنی لیمکوهلر نیز که به وسیله منحنی لورنتس به دست می

 یک شاخص اقتصادی برای سنجش نابرابری درآمد مورد استفاده قرار بگیرد.

K(p) =
1

μ
∫ Q(u)du = 1 −

1

μ
∫ Q(u)du
1−p

0

1

1−p
. 

                     = 1 − L(1 − p). 0 ≤ p ≤ 1.                                            (4) 

نیز برای بررسی نابرابری درآمد به کمک منحنی لورنتس معیاری  (1930) فرونیکارلو بن

 شود.نشان داده می 𝐵(𝑝)که با نماد  فرونی معرفی نمودرا با عنوان منحنی بن

B(p) =
1

uμ
∫ F−1(u)du =

L(p)

p
.   0 ≤ p ≤ 1

p

0
.                                (5)              

𝐵 ضریب بن فرونی نیز به صورت = 1− ∫ 𝐵(𝑝)𝑑𝑝
1

0
𝐵. بیان می شود و همواره  ≤

1+𝐺

2
منحنی لورنتس حساسیت بیشتری  در مقایسه با( 5منحنی بن فرونی معرفی شده در ) 

منحنی لورنتس است. واضح ها کاملا مشابه های پایین دارد و در بقیه ویژگینسبت به درآمد

𝐿(𝑝)است که همواره ≤ 𝐵(𝑝) . 

توان از شاخص زنگا نام برد. این های اقتصادی میهای پرکاربرد در نابرابریاز دیگر شاخص

های توزیع درآمد بیان و سپس در زنگا ( بر اساس چندک1984ابتدا توسط زنگا )شاخص 

نشان  Z(p) با و پایین جامعه ارائه شده و( بر اساس مقایسه میانگین درآمدهای بالا 2007)

های حساسیت به افزودن دارای ویژگید. منحنی زنگا نیز همانند منحنی لورنتس شوداده می

 ومقدار ثابت به درآمدها و همچنین عدم حساسیت به تغییر متناسب همه درآمدها است. 

 :شودبه صورت زیر بیان می

𝑍(p) = 1 −
L(p)

p

1−p

1−L(p)
.    0 ≤ p ≤ 1.                                                   (6) 

برای  زنگانمودار  دررا برقراری ویژگی حساسیت به افزودن مقدار ثابت به درآمدها  4شکل 

شود افزایش درآمد دهد. همانطور که مشاهده مینشان میهایی از توزیع لگ نرمال داده

 نتیجه کاهش نابرابری درآمد خواهد شد.ثابت باعث کاهش مساحت زیر نمودار زنگا و در 
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𝐚 نمودار لورنتس برای توزیع لگ نرمال و تبدیل مکانی با :3شکل = 𝟏.𝟐 

 
 

 

 

 

 
 

 

 

 Rمنبع: محاسبات تحقیق با نرم افزار 

𝐚  برای توزیع لگ نرمال و تبدیل مکانی با زنگانمودار  :4شکل = 𝟏. 𝟐 

 
 Rمنبع: محاسبات تحقیق با نرم افزار 

𝑇شاخص تایل نیز بر اساس آنتروپی به صورت  = ∫
𝑥

𝜇
log (

𝑥

𝜇
)𝑝(𝑥)𝑑𝑥

∞

0
تعریف  

( یک 2019تابع احتمال توزیع درآمد است. اوانشی و پیرجول ) 𝑝(𝑥)شود که در آن می

اند که به صورت زیر کران پایین بر اساس ضریب جینی برای شاخص تایل به دست آورده

 شود.بیان می

𝑇 ≥
𝑒𝛼(𝛼 − 1) + 1

𝑒𝛼 − 1
+ log (

𝛼

𝑒𝛼 − 1
) 

𝑒𝛼−1−𝛼از رابطه  𝛼که در آن 

𝛼(𝑒𝛼−1)
=

1

2
(1 − 𝐺) آید.به دست می 
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 شاخص نابرابری زمان کل آزمون .3
ها و ارتباط آنها با یکدیگر معرفی و برخی ویژگیEW  و TTTهای در این بخش تبدیل

تصادفی  های یک نمونهبر اساس داده TTTدست آوردن تبدیل شود. سپس نحوه بهبیان می

های ارتباط این تبدیل با سایر شاخص های درآمد و همچنینو تفسیر آن بر اساس داده

به عنوان  TTTشود. در ادامه با معرفی نمودار ارائه می 2نابرابری معرفی شده در بخش 

های یک شاخص برای سنجش نابرابری اقتصادی، نحوه رسم این نمودار و برقراری ویژگی

اصلی یک شاخص سنجش نابرابری درآمد از جمله انعطاف پذیری، حساسیت نسبت به 

افزودن مقدار ثابت به درآمد افراد و عدم حساسیت نسبت به تغییر متناسب درآمد همه 

 گیرد.قرار میمورد بررسی افراد جامعه، 

 TTTتبدیل . 3-1

ارتباط  در ادامه معرفی و( 2002) بر اساس کوچار و همکاران EW وTTT  هایتبدیل ابتدا

 .شودها بیان میهایی از آناین دو تبدیل با یکدیگر و همچنین ویژگی

 باشد. در این صورت 𝜇 یک توزیع درآمد با میانگین متناهیF  فرض کنید .1-3تعریف 

𝐻𝐹  را به ترتیب باF  مرتبط با توزیعEW وTTT  هایتبدیل
نشان داده و به صورت 𝑊𝐹  و1−

 :شودزیر بیان می

HF
−1(p) = ∫ F̅(s)ds.       0 ≤ p ≤ 1                  

F−1(p)

0
                         (7) 

WF(p) = ∫ F̅(s)ds.        0 ≤ p ≤ 1
∞

F−1(p)
.                                           (8) 

 مقیاسی باEW و تبدیل  𝜑(𝑝) مقیاسی باTTT تبدیل  1-3 توجه به فرضیات تعریفبا 

 𝜓(𝑝)  (:1975)بارلو و کامپوود شمی و به صورت زیر بیان شودداده مینشان 

𝜑(𝑝) =
𝐻𝐹
−1(𝑝)

𝜇
.         0 ≤ 𝑝 ≤ 1                                                          (9) 

𝜓(𝑝) =
𝑊𝐹(𝑝)

𝜇
.          0 ≤ 𝑝 ≤ 1.                                                  (10) 

𝐻𝐹 توان نشان داد کهبا انجام محاسباتی ساده می
−1(𝑝) = 𝜇 −𝑊𝐹(𝑝)  و در

𝜑(𝑝)نتیجه = 1 − 𝜓(𝑝). 

Yفرض کنید  = Φ(X)  تابعی از متغیر تصادفی𝑋  ،تبدیل ( 2002کوچار و همکاران )باشد

𝑌1زمان کل آزمون را برای  = 𝑎𝑋  و𝑌2 = 𝑋 + 𝑎  برای𝑎 > نشان به دست آورده و  0

𝐻𝑎𝑋 ند کهددا
−1(𝑝) = 𝑎𝐻𝑋

−1(𝑝)  و همچنین  . 𝐻𝑋+𝑎
−1 (𝑝) = 𝐻𝑋

−1(𝑝) + 𝑎 
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( یک تبدیل صعودی 9معرفی شده در ) 𝜑(𝑝) توان نتیجه گرفت که تبدیلبه سادگی می

𝜑(0) [ است و0،1و پیوسته در بازه ] = 𝜑(1) و 0 = 1 . 

𝐹(0−)با F ( نشان دادند که برای توزیع1998) همکارانفرناندز و  = و میانگین    0

𝑉𝑎𝑟(𝑋)  روابط 𝜇  متناهی = ∫ [
𝑊(𝑝.𝐹)

1−𝑝
]2𝑑𝑝

1

0
𝐶𝑉2(𝑋) و  = ∫ [

𝜓(𝑝.𝐹)

1−𝑝
]2𝑑𝑝

1

0
برقرار 

 .است X ضریب تغییرات متغیر تصادفی CV(X) است که در آن

 ایتوزیع نمونه .2-3

های طول عمر مورد برای تحلیل دادهTTT طور که در مقدمه اشاره شد تبدیل همان

های درآمد افراد را در شود که اگر دادهگیرد. حال این سوال مطرح میاستفاده قرار می

 تحلیل کرد؟TTT ها را بر اساس تبدیل توان این دادهاختیار داشته باشیم چگونه می

.𝑥1 کنید فرض 𝑥2. … . 𝑥𝑛 حجم با تصادفی نمونه یک از حاصل درآمد هایهداد n باشد .

𝑥(1) صورت این در ≤ 𝑥(2) ≤ ⋯𝑥(𝑛) اگر هر  .اشندبمی نمونه این شده مرتب هایهداد

تا از اعضای نمونه از آن بیشتر و  n-i را در نظر بگیریم بدیهی است که درآمد𝑥(𝑖)  کدام از

ی زمان کل آزمون خواهد بود. در این صورت آماره تا از اعضای نمونه کمتر از آن  i-1 درآمد

 است و تبدیل 𝑥(𝑖) دهنده مجموع درآمد افراد تا رسیدن به مقدارنشان(𝑥(𝑖))  امi  در لحظه

TTT  نقطهدر p میانگین درآمد افراد مورد بررسی، تا هنگامی که درآمد  p  درصد از کل

 .افراد بررسی شده باشد، است

.𝑋1 کنید فرض .2-3تعریف 𝑋2. … . 𝑋𝑛 و تصادفی نمونه یک  𝑋(𝑟)شده مرتب آماره 

نشان داده  τ(𝑡)با  نماد  (t,0) بازه در آزمون کل زمان آماره صورت این در. باشد r مرتبه

𝑋(𝑟) . آن در کهشود می < 𝑡 ≤ 𝑋(𝑟+1) 

τ(𝑡) = 𝑛𝑋(1) + (𝑛 − 1)(𝑋(2) − 𝑋(1)) +⋯ 

    +(𝑛 − 𝑟 + 1)(𝑋(𝑟) − 𝑋(𝑟−1)) + (𝑛 − 𝑟)(𝑡 − 𝑋(𝑟)).                   (11 )  

𝑋(2)و  𝑋(1)( نشان دادند که متغیرهای تصادفی 1972بارلو و همکاران ) − 𝑋(1) و ... و    

𝑡 − 𝑋(𝑟) ( تواما مستقل هستند. همچنین 11در رابطه )یک برآورد ناپارامتری برای تبدیل 

𝐻𝐹
−1(𝑝) به صورت زیر معرفی کردند: 

�̂�𝐹
−1(𝑝) =
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دهنده میزان نشان p ( نشان دادند که تبدیل فزونی ثروت در نقطه2002) کوچار و همکاران

 اضافی، حداقلدرصد از ثروتمندترین افراد جامعه است که ثروت  (p-1)100 ثروت اضافی

100p تبدیل  همچنینباشد. درصد از درآمد شخص میTTT نیز در نقطهp  دهنده نشان

درصد از افراد نمونه است.  100p میانگین درآمد افراد مورد مطالعه تا زمان بررسی درآمد

𝐻𝐹، نفر را مورد مطالعه قرار دهیم 100به عنوان مثال اگر بخواهیم نحوه توزیع درآمد 
−1 

نفر  100ترین درآمدها در بین این درصد از پایین 30برابر میانگین درآمد  3/0 نقطهدر 

درصد از ثروتمندترین افراد  70میزان ثروت اضافی  3/0 در نقطه 𝑊𝐹 است و همچنین

درصد از درآمدشان را تشکیل  30ها حداقل دهد که ثروت اضافی آنجامعه را نشان می

 .دهدمی

 های نابرابری اقتصادیبا شاخصTTT ارتباط تبدیل . 3-3

یک تغییر متغیر استفاده از ( و 8)( و 7) وابطگیری جز به جز در ربا بکار بردن روش انتگرال

زمان کل های تبدیلرا بر حسب  1-2های اقتصادی معرفی شده در بخش توان شاخصمی

بیان  1در جدول و فزونی ثروت مقیاسی بازنویسی کرد که به طور خلاصه آزمون مقیاسی 

 شود.می

  های اقتصادیبا سایر شاخص 𝛙(𝒑)و  𝝋(𝒑)های : ارتباط بین تبدیل1جدول
 ψ(𝑝)تبدیل  𝜑(𝑝)تبدیل  شاخص 

 لورنتس
𝐿(𝑝) = 𝜑(𝑝) −

(1 − 𝑝)𝐹−1(𝑝)

𝜇
 𝐿(𝑝) =

𝜇 − (1 − 𝑝)𝐹−1(𝑝)

𝜇
− 𝜓(𝑝) 

 فرونیبن
𝐵(𝑝) =

𝜑(𝑝)

𝑝
−
(1 − 𝑝)𝐹−1(𝑝)

𝑝𝜇
 𝐵(𝑝) =

1 − 𝜓(𝑝)

𝑝
−
(1− 𝑝)𝐹−1(𝑝)

𝑝𝜇
 

𝑍(𝑝) زنگا
= 1

−
1 − 𝑝

𝑝

𝜇𝜑(𝑝) − (1 − 𝑝)𝐹−1(𝑝)

𝜇 − (𝜇𝜑(𝑝) − (1 − 𝑝)𝐹−1(𝑝))
 

𝑍(𝑝)
= 1

−
1 − 𝑝

𝑝

𝜇(1 −𝜓(𝑝)) − (1− 𝑝)𝐹−1(𝑝)

𝜇 − (𝜇𝜓(𝑝) − (1 − 𝑝)𝐹−1(𝑝))
 

لیمکوه

 لر
𝐾(𝑝) = 1 − 𝜑(1 − 𝑝) +

𝑝𝐹−1(1− 𝑝)

𝜇
 𝐾(𝑝) = 𝜓(1 − 𝑝) +

𝑝𝐹−1(1− 𝑝)

𝜇
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ضریب 

 جینی
𝐺 = 1 − 2∫ [𝜑(𝑢)

1

0

−
(1− 𝑢)𝑄(𝑢)

𝜇
]𝑑𝑢 

𝐺 = 1 − 2∫ [1 −𝜓(𝑢)
1

0

−
(1 − 𝑢)𝑄(𝑢)

𝜇
]𝑑𝑢 

ضریب 

 پترا

𝑃 = 1 − 𝜑(𝐹(𝜇)) 𝑃 = 𝜓(𝐹(𝜇)) 

 های تحقیقمنبع: یافته

 

 ودار زمان کل آزمون. نم3-4

اند. بیان کرده به صور مفصلنحوه رسم نمودار زمان کل آزمون را ( 2014) برگمن و کلفسجو

سپس این نمودار را به دهیم. در ادامه با ارائه چند مثال این نمودار را مورد مطالعه قرار می

های آن را مورد بررسی قرار عنوان یک ابزار برای سنجش نابرابری درآمد معرفی و ویژگی

 .دهیممی

0 فرض کنید = 𝑥(0) ≤  𝑥(1) ≤ ⋯𝑥(𝑛) هاییک نمونه مرتب شده از درآمد n  فرد از

بر اساس  زمان کل آزمون نموداردر این صورت باشند.  F یک جامعه با توزیع درآمد

 :شودزیر رسم می دستورالعمل

𝑆0 فرض کنید گام اول: = 𝑆𝑗 و 0 = 𝑆𝑗−1 + (𝑛 − 𝑗 + 1)(𝑥(𝑗) − 𝑥(𝑗−1)) برای 

𝑗 = 1.2.… . 𝑛  که 𝑆𝑗ها همان مقادیرTTT  هستند. 

𝑢𝑗  صورتبه   TTTنرمال سازی مقادیر گام دوم: =
 𝑆𝑗

 𝑆𝑛
𝑗 برای  = 0.1.… . 𝑛 .انجام شود 

𝑝)  نقاط گام سوم: =
 j

n
. 𝑢𝑗)برای 𝑗 = 0.1.… . 𝑛  در صفحه مختصات مشخص و متصل

 .شوند

سازی شده از متغیر های شبیهبا استفاده از الگوریتم بالا نمودار زمان کل آزمون را برای داده

 کنیم.میتصادفی لگ نرمال با پارامترهای مختلف رسم 

 باشد.   σو  𝜇یک متغیر تصادفی لگ نرمال با پارامترهای  𝑋فرض کنید   .1-3مثال

𝜇برای  زمان کل آزموننمودار  الف( = σ  و 0 =  به صورت زیر خواهد بود. 1.2.3
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𝝁 توزیع لگ نرمال با پارامترهای TTT نمودار :5شکل = 𝛔  و 𝟎 = 𝟏.𝟐.𝟑 

 
 Rمنبع: محاسبات تحقیق با نرم افزار 

𝜇برای  زمان کل آزموننمودار  ب( = σ  و 0 = نشان  6نیز در شکل 0/5  .0/3  .0/1

 داده شده است.
𝝁  توزیع لگ نرمال با پارامترهای TTT نمودار: 6شکل = 𝛔  و 𝟎 = 𝟎/𝟏.  𝟎/𝟑.  𝟎/𝟓 

 
 منبع: یافته های پژوهش

 کل آزمون پذیری منحنی زمانانعطاف. 3-4-1

شامل یک منحنی صعودی است که از گوشه پایین سمت چپ  زمان کل آزمون نمودار

به  Fاگر توزیع شود و انتهای آن در گوشه بالا سمت راست مربع واحد قرار دارد. شروع می

 به نمودار تبدیلها داده  TTTبا افزایش حجم نمونه نمودارها برازش داده شود آنگاه داده

 𝜑𝑋(𝑝)توزیعFهای مهم نمودار زمان کل آزمون تفسیر ویژگی یکی از. شودهمگرا می

این  که تفاوت شهودی آن است و مانند منحنی لورنتس یک منحنی محدب است، با این

 (6 و 5های شکل)تواند مقعر نیز باشد. منحنی علاوه بر محدب بودن می

توان این نمودار را و شباهت آن به نمودار لورنتس می TTT با توجه به نحوه رفتار نمودار

به عنوان ابزاری برای بررسی و سنجش نابرابری درآمد در یک جامعه مورد استفاده قرار نیز 

( هفت ویژگی را برای یک شاخص نابرابری مطلوب معرفی کرد. ابونوری 1920داد. دالتون )
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جزئیات بیشتر ارائه دادند. واضح است که هر چه ها را با ( این ویژگی1384) و اسناومدی

های بیشتری از اصول هفتگانه حاکم بر های مورد مطالعه دارای ملاک و ویژگیشاخص

تر است. در حالتی که تر و دقیقهای نابرابری باشند، شاخص مورد نظر مطلوبشاخص

تحدب بیشتر محدب است، رفتار نمودار شبیه نمودار لورنتس است یعنی  TTT نمودار

دهنده نابرابری بیشتر درآمد در جامعه است و هر چه نمودار به نیمساز مربع نمودار نشان

 TTT تر باشد بیانگر کم شدن نابرابری درآمد خواهد بود. در حالتی که نمودارواحد نزدیک

کرد توان توجیه مقعر باشد و بالای خط نیمساز قرار بگیرد رفتار نمودار را به این صورت می

و نزدیکی به خط باشد دهنده نابرابری کمتر درآمد در جامعه میکه تقعر بیشتر نمودار نشان

نیز به روشنی این  6و  5های دهنده زیاد بودن نابرابری درآمد است. شکلنیمساز نشان

های یک شاخص نابرابری برای منحنی زمان کل با بررسی ویژگی .دهندموضوع را نشان می

شودکه این منحنی سه ویژگی اصلی یک شاخص نابرابری یعنی محدب آزمون نشان داده می

به تغییر متناسب نسبت عدم حساسیت و  به افزودن یک مقدار ثابت نسبت حساسیتبودن، 

 را دارد. در درآمد افراد جامعه

فرونی با یکدیگر و همچنین رابطه با های لورنتس و بناط بین تبدیلارتب با درنظرگرفتن

توان نتیجه گرفت که همواره نمودار زمان کل آزمون تبدیل زمان کل آزمون به راحتی می

 یعنی:بزرگتر است از این دو نمودار 

L(p) ≤ B(p) ≤ φ(p).                                                                 (13 )  

 .قابل مشاهده است 8و  7( در نمودارهای 13برقراری رابطه )

 های وایبولفرونی برای دادهنمودارهای زمان کل آزمون، لورنتس و بن: 7ل شک

  5و  5/0 هایبا پارامتر 

 
 Rمنبع: محاسبات پژوهش با نرم افزار 
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 های وایبول فرونی برای دادهنمودارهای زمان کل آزمون، لورنتس و بن: 8ل شک

  5و  2های با پارامتر

 
 Rمنبع: محاسبات پزوهش با نرم افزار 

 به افزودن مقدار ثابتنسبت حساسیت . 3-4-2

ر به افزودن یک مقدانسبت نمودار زمان کل آزمون حساسیت  اصلی هاییکی از ویژگی

 .شودبیان و اثبات میدر گزاره زیر که  ثابت است

دهنده میزان درآمد افراد یک متغیر تصادفی نامنفی نشانیک  X فرض کنید. 1-3گزاره 

 Y=X+aگر ا باشد. 𝜑𝑋 و تبدیل زمان کل آزمون مقیاسی 𝜇 جامعه با میانگین متناهی

𝑎 برای > نیست یعنی نسبت به افزودن یک مقدار  1پایا Y نسبت به 𝜑 آنگاه تبدیل، 0

 .ثابت به درآمد افراد جامعه حساس است

𝐻𝑌 از اینکه :برهان
−1(𝑝) = 𝐻𝑋

−1(𝑝) + 𝑎 و 𝜇𝑌 = 𝜇 + 𝑎 شود کهنتیجه می 

𝜑𝑌(𝑝) =
 𝐻𝑌

−1(𝑝)

𝜇𝑌
=
𝐻𝑋
−1(𝑝) + 𝑎 

𝜇 + 𝑎
=

𝜇

𝜇 + 𝑎
𝜑𝑋(𝑝) +

𝑎

𝜇 + 𝑎
. 

 .دکنکامل میرا برهان  و این رابطه

نرمال از توزیع لگسازی شده شبیههای را برای داده 𝜑 برای درک بهتر این موضوع نمودار

𝜇ا ب = 𝜎 و  0 =  a و مقادیر 3و مقیاس  3/0 های شکلوایبول با پارامترو توزیع  2

 .شودو تحلیل میمختلف رسم 

 

 

 

 

                                                             
1. Invariant 
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  a=1,2 نرمال و تبدیل مکانی بابرای توزیع لگ 𝝋 نمودار: 9ل شک

 
 های پژوهشمنبع: یافته

 a=1,2 و تبدیل مکانی با وایبولبرای توزیع  𝝋 نمودار: 10شکل

 
 های پژوهشمنبع: یافته

دهد اگر به درآمد تمام افراد نشان می 10و  9های های رسم شده در شکلنموداربررسی 

تر شده و در نتیجه میزان به خط نیمساز نزدیک 𝜑 واحد اضافه شود نمودار تبدیل aجامعه

 ترتر محسوسنابرابری درآمد کاهش پیدا خواهد کرد و این کاهش در افراد با درآمد پایین

از افراد با درآمد بالاتر است به طوری که در بین افراد ثروتمند جامعه تغییر درآمد کمتری 

های پایین جامعه افزایش درآمد میزان نابرابری در افراد دهک باشود . همچنین ایجاد می

توان نتیجه گرفت که نیز می 10با  9 هایشکل با 3با مقایسه شکل  .کمتر خواهد بود

آمد ثابت به درآمد افراد باعث کاهش نابرابری درآمد خواهد شد اما این نابرابری افزایش در 

 𝜑 دهند. یعنی نمودارهای زمان کل آزمون و لورنتس نتایج متفاوتی را نشان میدر نمودار

دهد اما در نمودار افزایش در آمد در افراد کم درآمد را بیشتر از افراد پر درآمد نشان می

تر شدن طبقه متوسط جامعه نسبت به سایر طبقات زایش درآمد باعث نزدیکلورنتس این اف
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 .شوددرآمدی به خط برابری می

 هابه تغییر متناسب همه درآمدنسبت عدم حساسیت . 3-4-3

 اصلی هایبه تغییر متناسب در درآمد افراد جامعه نیز از دیگر ویژگی نسبت عدم حساسیت

 .شودبیان و ثابت می 2-3 نمودار زمان کل آزمون است که در گزاره

دهنده میزان درآمد افراد یک یک متغیر تصادفی نامنفی نشان X فرض کنید. 2-3گزاره 

در این صورت  باشد.  𝜑𝑋 و تبدیل زمان کل آزمون مقیاسی 𝜇 جامعه با میانگین متناهی

𝑐برای  Z=cXاگر  > پایا است یعنی نسبت به تغییر متناسب  Z نسبت به 𝜑 ، آنگاه تبدیل0

 .در درآمد افراد جامعه حساس نیست

𝐻𝑍 چون :برهان
−1(𝑝) = 𝑐𝐻𝑋

−1(𝑝)  و𝜇𝑍 = 𝑐𝜇 بنابراین  

𝜑𝑍(𝑝) =
 𝐻𝑍
−1(𝑝)

𝜇𝑍
=

𝑐𝐻𝑋
−1(𝑝)

𝑐𝜇
= 𝜑𝑋(𝑝). 

برای  .شودپایا است و در نتیجه برهان کامل می Z نسبت به تبدیل مقیاس 𝜑 تبدیلیعنی 

𝜇 نرمال بااز توزیع لگ سازی شدهشبیه هایبرای داده 𝜑 نمودار این منظور  = 𝜎 و  0 =

شده است. مختلف رسم  c و مقادیر 3و مقیاس  3/0 های شکلو توزیع وایبول با پارامتر  2

 (12و11های )شکل

  c=2,5 نرمال و تبدیل مقیاسی بابرای توزیع لگ 𝝋 نمودار: 11ل شک

 
 
 

 

 
 

 

 

 

 
 

 

 های پژوهشمنبع: یافته
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  c=2,5 و تبدیل مقیاسی با وایبولبرای توزیع  𝝋 نمودار: 12شکل

 
 های پژوهشمنبع: یافته

های مقیاسی پایا است و نمودار تحت تبدیل 𝜑 دهند که تبدیلنشان می 12و  11های شکل

برابر شود در  c جامعهکند یعنی اگر درآمد تمام افراد های مختلف تغییری نمی c برای

ماند. فاصله درآمدی افراد تغییری ایجاد نخواهد شد و در نتیجه نابرابری درآمد ثابت باقی می

 .باشددر این حالت رفتار نمودار زمان کل آزمون و نمودار تبدیل لورنتس یکسان می بنابراین

 

 های درآمدتحلیل داده. 4

های توسط مرکز ایران انجام شده و دادهسال در کشور سرشماری نفوس و مسکن  5هر 

آوری های ایرانی توسط ماموران مرکز آمار جمعمربوط به هزینه و درآمد تمام خانواده

هزار  40ای به حجم تقریبا ها هر ساله نیز نمونهشود. همچنین برای به روز بودن دادهمی

ها اطلاعات مربوط به این نمونه .شودها ثبت میهای هزینه و درآمد آنخانواده انتخاب و داده

های درآمد مشاهده کرد. در این بخش از داده 1ایرانتوان در درگاه مرکز آمار را می

زمان  هایمنحنی واستفاده شده  1395تا  1390های های ایرانی در بازه زمانی سالخانواده

  .گیردها مورد مقایسه قرار میدادهاین بر اساس  و زنگا لورنتس ،کل آزمون

 6های هر عدم تقارن توزیع داده 2( و همچنین نتایج جدول 13)شکل نمودار هیستوگرام

 دهد.سال را نشان می

                                                             
1. www.sci.org 
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  1395تا  1390های های درآمد سالمقادیر چولگی و کشیدگی داده: 2جدول

 95 94 93 92 91 90 سال

049/5 چولگی  739/24 418/5 299/6 154/6 231/5 

 498/70 98/111 05/100 168/85 1/1114 726/80 کشیدگی

 منبع: محاسبات تحقیق

های زمان کل آزمون و لورنتس های مختلف منحنیحال برای بررسی نابرابری درآمد در سال

دهد که بر اساس منحنی لورنتس میزان نابرابری نشان می 14 کنیم. شکلرا رسم میو زنگا 

های مختلف این نمودار اختلاف درآمد بین سالیکسان است و  95تا  90های درآمد در سال

زمان های منحنیکه به ترتیب  16و  15های در شکلتواند به وضوح نشان دهد، اما را نمی

وجود اختلاف در میزان نابرابری درآمد دهد، ها نشان میو زنگا را برای این دادهکل آزمون 

میزان نابرابری درآمد در سال یجه قابل مشاهده است و در نتبه وضوح  95تا  90های سال

و  1391های همچنین نابرابری در سال های قبل بیشتر شده است.نسبت به سال 1395

های بالای جامعه افزایش کاهش یافته و در دهکهای پایین جامعه در دهک 1392

شود رفتار دو منحنی زنگا و زمان کل آزمون کاملا طور که مشاهده میهمان .استیافته

شبیه به هم است و منحنی زمان کل آزمون در مقایسه با منحنی لورنتس دقت بیشتری 

 دهد.دارد و جزئیات بیشتری از نحوه توزیع درآمد جوامع نزدیک به هم را نشان می
 

 1395تا  1390های درآمد سالهای نمودار هیستوگرام داده: 13شکل
 

 
 های تحقیقمنبع: یافته
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 1395تا  1390های های درآمد سالنمودار لورنتس داده: 14شکل

 
 های پژوهشمنبع: یافته

 
 1395تا  1390های های درآمد سالنمودار زمان کل آزمون داده :15ل شک

 

 
 های پژوهشمنبع: یافته
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 1395تا  1390های درآمد سالهای داده زنگانمودار  :16شکل

 
 های پژوهشمنبع: یافته

 

 مدلی تغییر شکل یافته با کاربرد در اقتصاد معرفی. 5
بر  هستندهای مهم برای تعیین کردن یک کلاس خاص از توابع از ابزارکه تابع تغییر شکل 

و کاربرد  شوندمیاساس اصول ریاضیات و همچنین عدم حتمیت در نظریه اقتصاد تعریف 

د. ندارمحاسبه میزان پرداخت اضافه برای یک قرارداد بیمه  نظریه بیمه وفراوانی در 

( 2005( و موریلاس)2000(، وانگ)1998(، هورلیمان)1996(، وانگ )1995وانگ)

کاربردهایی از این تابع را در نظریه بیمه و محاسبه میزان پرداخت اضافه برای یک قرارداد 

تابع مخاطره معکوس، تبدیل نرمال، تابع تغییر شکل یافته مقدار مورد  بیمه بیان کردند.

ترین توابع تغییر شکل یافته نیز از معروف 1LBانتظار دمی شرطی و تابع تغییر شکل یافته 

( 2017آگولا)(، ناوارو و دل2016با کاربرد در علم بیمه و اقتصاد هستند. ناوارو و همکاران)

 اند.( نیز کاربردهایی را از توابع تغییرشکل بیان نموده2018و ناوارو)

ردن روش تابع تغییر کار بدر این قسمت با استفاده از یک تابع تغییر شکل جدید و با به

سه و فیسک،  12های اقتصادی داگوم، بور نوع بر اساس توزیع ،شکل در تولید توزیع جدید

ها با استفاده از دست آوردن برآورد پارامترهای این توزیعو نحوه بهمعرفی  توزیع جدید

مد های واقعی درآعلاوه بر این با تحلیل داده شود.روش ماکسیمم درستنمایی بیان می

                                                             
1. Look Back 
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ها منجر به تولید استفاده از تابع تغییر شکل در ساخت توزیعکه شوداده میدنشان می

 .دهدهای پایه ارائه مینسبت به برخی از توزیعی برازش بهتربا های جدید توزیع

تابع روش های آن بیان و سپس با استفاده از ابتدا تعریف تابع تغییر شکل و ویژگی ادامهدر 

های توزیع ،های اقتصادی به عنوان توزیع پایهتوزیعبرخی  گرفتنبادرنظرو تغییر شکل یافته 

 .شودها بیان میآن نحوه برآورد پارامترهایجدیدی معرفی و 

:𝑔(𝑥) تابع. 1-5تعریف [0.1] ⟶ 𝑔(0) را یک تابع تغییر شکل گوییم هرگاه [0.1] =

𝑔(1) و 0 =  .باشد [0,1] بر روی بازهیک تابع پیوسته و نانزولی  (.)g و 1

 یک تابع تغییر شکل باشد آنگاه  (.)g و 𝐹𝑋(𝑥) دارای تابع توزیع X اگر متغیر تصادفی

Fg(x) = g[FX(x)] = (goF)(x).                                                    (14 )  

نامیده  F نیز یک تابع توزیع است و اصطلاحا توزیع تغییر شکل یافته 𝐹𝑔(𝑥) که در آن

توان به سادگی می .( مراجعه شود1392برزادران )شود. برای مطالعه بیشتر به محتشمیمی

𝑔(𝑡)نشان داد که تابع  = 𝑒−𝜃(1−𝑡) − 𝜃(1 − 𝑡). 𝑡 ∈ [0.1]. 𝜃 > یک تابع  0

:𝑔(𝑡)تغییر شکل است زیرا  [0.1] ⟶ 𝑔(0) باصعودی  یک تابع ،[0.1] =  و0

. 𝑔(1) = (، 14دلخواه باشد آنگاه با استفاده از رابطه )یک توزیع پایه  F(x) ربنابراین اگ 1

به   𝑔(𝑡)تابع توزیع تغییر شکل یافته و تابع چگالی احتمال متناظر آن بر اساس تابع 

 :شوندصورت زیر تعیین می

𝐹𝑔(𝑥) = 𝑔(𝐹(𝑥)) = 𝑒−𝜃𝐹(𝑥) − 𝑒−𝜃�̅�(𝑥).                           (15                      )  

𝑓𝑔(𝑥) = 𝐹𝑔
′(𝑥) = 𝑓(𝑥)(𝜃𝑒−𝜃�̅�(𝑥) + 𝑒−𝜃).                                  (16 )            

های عنوان توزیع پایه، توزیعو فیسک به  12های داگوم، بور نوع توزیع گرفتنحال با در نظر

 د.تغییر شکل یافته متناظر با آنها به صورت زیر خواهند بو

𝐹1(𝑥) = 𝑒
−𝜃(1−(1+(

𝑥

𝜆
)
−𝛼
)
−𝛽

)

− 𝑒−𝜃 (1 − (1 + (
𝑥

𝜆
)
−𝛼

)
−𝛽

) .             𝑥. 𝛼. 𝛽. 𝜆. 𝜃 > 0 

 𝐹2(𝑥) = 𝑒
−𝜃(1+𝑥𝛼)−𝛽 − 𝑒−𝜃(1 +

𝑥𝛼)−𝛽.                       𝑥. 𝛼. 𝛽. 𝜃 > 0 
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𝐹3(𝑥) = 𝑒
−𝜃(1−(1+(

𝑥

𝛽
)
−𝛼
)
−1

)
− 𝑒−𝜃 (1 − (1 + (

𝑥

𝛽
)
−𝛼

)
−1

).     

                                                                                   𝑥. 𝛼. 𝛽. 𝜃 > 0 

و توزیع  12که به ترتیب توزیع تغییر شکل یافته داگوم، توزیع تغییر شکل یافته بور نوع 

 .شوندتغییر شکل یافته فیسک نامیده می

 . برآورد پارامترها1-5
معروف در برآورد پارامترهای یک مدل روش درستنمایی ماکسیمم است. های یکی از روش

دست آوردن برآورد پارامترهای مدل داگوم تغییر در ادامه با استفاده از این روش نحوه به

 آیند.دست میطور مشابه بهها نیز بهشود. برآورد پارامترهای سایر مدلشکل یافته بیان می

𝑋𝑛فرض کنید  . … . 𝑋2. 𝑋1 نمونه تصادفی با مقادیر مشاهده شده  یک𝑥𝑛 .… . 𝑥2. 𝑥1  از

صورت تابع درستنمایی برای این مشاهدات توزیع داگوم تغییر شکل یافته باشد. در این

 صورت زیر است:به

𝐿(𝑥1. 𝑥2. … . 𝑥𝑛 . 𝛼. 𝛽. 𝜆. 𝜃) =∏𝛼𝛽𝜆𝛼𝑥𝑖
−𝛼−1 (1 + (

𝑥𝑖
𝜆
)
−𝛼

)
−𝛽−1𝑛

𝑖=1

 

            × (𝜃𝑒
−𝜃(1−(1+(

𝑥𝑖
𝜆
)
−𝛼
)
−𝛽

)
+ 𝑒−𝜃). 

 بنابراین لگاریتم تابع درستنمایی به صورت زیر خواهد بود:

𝑙(𝑥1. 𝑥2. … . 𝑥𝑛. 𝛼. 𝛽. 𝜆. 𝜃) = 𝑙𝑛𝐿(𝑥1. 𝑥2. … . 𝑥𝑛 . 𝛼. 𝛽. 𝜆. 𝜃)   

= ln ∏𝛼𝛽𝜆𝛼𝑥𝑖
−𝛼−1 (+(

𝑥𝑖
𝜆
)
−𝛼

)
−𝛽−1𝑛

𝑖=1

 (𝜃𝑒
−𝜃(1−(1+(

𝑥𝑖
𝜆
)
−𝛼
)
−𝛽

)
+ 𝑒−𝜃)

=∑𝑙𝑛𝛼 + 𝑙𝑛𝛽 + 𝛼𝑙𝑛𝜆 − (𝛼 + 1)𝑙𝑛𝑥𝑖 − (𝛽 + 1)𝑙𝑛 (1 + (
𝑥𝑖
𝜆
)
−𝛼

)

𝑛

𝑖=1

+∑𝑙𝑛(𝜃𝑒
−𝜃(1−(1+(

𝑥𝑖
𝜆
)
−𝛼
)
−𝛽

)
+ 𝑒−𝜃)

𝑛

𝑖=1

 

 𝜽و   𝜶 ،𝜷 ،𝝀ی پارامترهاازکدامهربهنسبتدرستنماییلگاریتمتابعازگیریمشتقبا

 دادن آنها داریم:و مساوی صفر قرار
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𝜕𝑙

𝜕𝛼
=∑

1

𝛼
+ 𝑙𝑛𝜆 − 𝑙𝑛𝑥𝑖 − (𝛽 + 1)

(
𝑥𝑖

𝜆
)
−𝛼

𝑙𝑛
𝑥𝑖

𝜆

1 + (
𝑥𝑖

𝜆
)
−𝛼

𝑛

𝑖=1

 

       −∑
𝜃2𝛽(

𝑥𝑖
𝜆
)
−𝛼
𝑙𝑛
𝑥𝑖
𝜆
(1+(

𝑥𝑖
𝜆
)
−𝛼
)
−𝛽−1

𝑒

−𝜃(1−(1+(
𝑥𝑖
𝜆
)
−𝛼

)

−𝛽

)

𝜃𝑒

−𝜃(1−(1+(
𝑥𝑖
𝜆
)
−𝛼

)

−𝛽

)

+𝑒−𝜃

𝑛
𝑖=1 = 0. 

 

𝜕𝑙

𝜕𝛽
=∑

1

𝛽
− 𝑙𝑛 (1 + (

𝑥𝑖
𝜆
)
−𝛼

)

𝑛

𝑖=1

 

       −∑
𝜃2𝑙𝑛 (1 + (

𝑥𝑖

𝜆
)
−𝛼

) (1 + (
𝑥𝑖

𝜆
)
−𝛼

)
−𝛽

𝑒
−𝜃(1−(1+(

𝑥𝑖
𝜆
)
−𝛼
)
−𝛽

)

𝜃𝑒
−𝜃(1−(1+(

𝑥𝑖
𝜆
)
−𝛼
)
−𝛽

)
+ 𝑒−𝜃

𝑛

𝑖=1

= 0. 

 
 
 

𝜕𝑙

𝜕𝜆
= ∑

𝛼

𝜆
−
(𝛽 + 1)𝛼𝑥𝑖

−𝛼𝜆𝛼−1

1 + (
𝑥𝑖

𝜆
)
−𝛼

𝑛

𝑖=1

 

       −∑
𝛼𝜃𝑥𝑖

−𝛼𝜆𝛼−1 (1 + (
𝑥𝑖

𝜆
)
−𝛼

)
−𝛽−1

𝑒
−𝜃(1−(1+(

𝑥𝑖
𝜆
)
−𝛼
)
−𝛽

)

𝜃𝑒
−𝜃(1−(1+(

𝑥𝑖
𝜆
)
−𝛼
)
−𝛽

)
+ 𝑒−𝜃

𝑛

𝑖=1

= 0. 

𝜕𝑙

𝜕𝜃
= ∑

𝑒
−𝜃(1−(1+(

𝑥𝑖
𝜆
)
−𝛼
)
−𝛽

)
− 𝑒−𝜃

𝜃𝑒
−𝜃(1−(1+(

𝑥𝑖
𝜆
)
−𝛼
)
−𝛽

)
+ 𝑒−𝜃

𝑛

𝑖=1

 

       −∑
𝜃(1−(1+(

𝑥𝑖
𝜆
)
−𝛼
)
−𝛽

)𝑒

−𝜃(1−(1+(
𝑥𝑖
𝜆
)
−𝛼

)

−𝛽

)

𝜃𝑒

−𝜃(1−(1+(
𝑥𝑖
𝜆
)
−𝛼

)

−𝛽

)

+𝑒−𝜃

𝑛
𝑖=1 = 0. 

دست آوردن مقادیر آنها برآورد و به 𝜃و  𝛼 ،𝛽 ،𝜆 یپارامترهابا حل معادلات بالا نسبت به 

دستبهمعادلاتشودمیملاحظهکهطورهماندست خواهد آمد اما این پارامترها به

برای وآیندنمی دستبهتحلیلیصورتبهجواب آنهاونیستند ایهبستفرمدارایآمده
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و یا با استفاده ازرافسوننیوتنروشمانندعددی هایروشاید ازبمعادلاتاینحل

 نمود استفاده 𝑅در نرم افزار استانداردسازیبهینهبرنامه

 داده واقعی . تحلیل2-5

های درآمد داده( 15های تولید شده بر اساس مدل )به منظور نشان دادن برازندگی توزیع

را  1395های درآمد خانوارهای ایرانی در سال و داده (1983آرنولد )، شهروندان تگزاس

 کنیم.تحلیل می

( و همچنین 17)شکل شهروندان در تگزاس های درآمد با رسم نمودار هیستوگرام داده

 072/54و  0543/7به ترتیب که ها دادهاین ضرایب چولگی و کشیدگی گرفتن درنظر

و وجود نابرابری درآمد را نتیجه  ها عدم تقارن توزیع این دادهتوان می انددست آمدهبه

 ( نیز18)شکل  هافرونی این دادهنمودارهای زمان کل آزمون، لورنتس و بن بررسیگرفت. 

    دهد.درآمد را نشان میوجود نابرابری 

 تگزاسهای درآمد شهروندان در نمودار هیستوگرام داده: 17شکل

 
 های تحقیقمنبع: یافته
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 های درآمدفرونی دادهنمودارهای زمان کل آزمون، لورنتس و بن: 18شکل

 شهروندان در تگزاس 
 

 
 های پژوهشمنبع: یافته

و  12نوع  رهای داگوم، بتوزیعها، دست آوردن مدل مناسب برای این دادهحال برای به

های تغییر شکل یافته جدید به دست آمده بر اساس این سه توزیع فیسک و همچنین توزیع

با یکدیگر مقایسه بر اساس معیارهای ارزندگی مدل و شده برازش داده ها به این داده

 .شوندمی

و  AIC ،CAIC ،BICها می توان از معیارهای اطلاعاتی برای مقایسه برازندگی توزیع

HQIC  همچنین آمارهP که در برازش یک توزیع به یک سری  فاده کردبه این صورت است

دهنده بهتر بودن آن توزیع است و گانه اطلاعاتی کمتر باشد نشان 4داده هر چه معیارهای 

یعنی توزیع مورد نظر عملکرد بهتری تر باشد نزدیک 1نیز به  Pهمچنین هر چه مقدار آماره 

گانه و  4در حالتی که معیارهای  های مورد مطالعه دارد. قابل ذکر است کهدر توصیف داده

گانه خواهد  4گیری بر اساس معیارهای نتایج متفاوتی را نشان دهند اولویت تصمیم Pآماره 

 بود.

 ی مورد مطالعههابرای هر کدام از توزیع اطلاعاتی رامعیارهای و  Pآماره  مقادیر 3جدول 

تغییر شکل  12برای توزیع بر نوع به دست آمده   Pدار آمارهدهد. با توجه به مقنشان می

ها بیشتر است و همچنین معیارهای اطلاعاتی برای این توزیع یافته نسبت به بقیه توزیع

تغییر شکل یافته  12توان نتیجه گرفت که توزیع بر نوع ها کمتر است مینیز از بقیه توزیع

های توزیع که گفت توانمیدهد و به همین ترتیب بهترین برازش را به این داده ها می

 های بعدی هستند.، داگوم و تغییر شکل یافته داگوم در اولویتفیسکتغییر شکل یافته 

های تغییر شکل یافته نسبت به توزیع پایه عملکرد توان نتیجه گرفت که مدلهمچنین می

ن تواند به عنوا( می15مدل تغییر شکل یافته جدید معرفی شده در ) بهتری دارند، بنابراین
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 .ها بکار گرفته شودیک مدل بهبود دهنده در برازش داده

 های درآمد شهروندان تگزاسبرای داده : معیارهای ارزیابی مدل3جدول 

 P آماره AIC CAIC BIC HQIC توزیع

 1291/0 79/1736 23/1742 23/1742 66/1733 داگوم

 <000001/0 63/2086 69/2089 66/2083 58/2083 12بر نوع 

 0034/0 31/1780 94/1783 91/1777 83/1777 فیسک

داگوم تغییر 

 شکل یافته

08/1735 34/1735 3/1747 04/1740 1262/0 

 12بر نوع 
تغییر شکل 

 یافته

01/1733 18/1733 18/1742 74/1736 1293/0 

فیسک تغییر 

 شکل یافته

12/1733 28/1733 29/1742 84/1736 1289/0 

 های تحقیقمنبع: یافته

و برازش توزیع  1395های درآمد خانوارهای ایرانی در سال با استفاده از داده. 1-5مثال

های تغییر شکل یافته بر اساس ، داگوم، فیسک و وایبول و همچنین توزیع12های بر نوع 

برای مقایسه این  Pگانه اطلاعاتی و همچنین مقدار آماره 4ها، معیارهای توزیع به آن 4این 

 است.نشان داده شده 4جدول توزیع در  8

 های درآمد خانوارهای ایرانیبرای داده : معیارهای ارزیابی مدل4جدول
 Pمقدار  AIC CAIC BIC HQIC توزیع

 7755/0 15/3297 45/3303 3293 9/3292 داگوم

23/4110 12بر نوع   28/4110 26/4117 06/4113 00001/0 

 3126/0 2/3294 4/3298 41/3291 37/3291 وایبول

 7426/0 91/3298 11/3303 13/3296 08/3296 فیسک

داگوم تغییر 
 شکل یافته

05/3375 21/3375 12/3389 71/3380 007/0 

تغییر  12بر نوع 
 شکل یافته

5/3366 6/3366 1/3377 7/3370 004/0 

وایبول تغییر 

 شکل یافته

32/3288 42/3288 88/3298 57/3292 8416/0 

فیسک تغییر 

 یافتهشکل 

01/3298 11/3298 56/3308 26/3302 7453/0 

 های تحقیقمنبع: یافته

توان نتیجه و همچنین معیارهای اطلاعاتی به دست آمده می Pبا توجه به مقادیر آماره 
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مدل مورد بررسی  8ترین برازش را در بین گرفت که توزیع وایبول تغییر شکل یافته مناسب

است و همچنین معیارهای اطلاعاتی آن  Pاست زیرا دارای بیشترین مقدار آماره ارائه داده

های وایبول، ل های مورد مطالعه دارد. توزیعنیز کمترین مقدار را در مقایسه با دیگرمد

فیسک داگوم و فیسک تغییر شکل یافته در اولویت های بعدی قرار دارند. همچنین ملاحظه 

شود که در این مثال مدل وایبول تغییر شکل یافته عملکرد بهتری نسبت به مدل وایبول می

 ها دارد.در برازش داده

 

 :گیریبحث و نتیجه. 6

های درآمد خانوار مرکز آمار ایران و به کارگیری شاخص پژوهش با استفاده از دادهدر این 

ها نابرابری درآمد های متناظر آن، لورنتس و زنگا و منحنیزمان کل آزمون های نابرابری

منحنی زمان کل آزمون در تشخیص بررسی و عملکرد  1390-1395های در بازه زمانی سال

لورنتس مقایسه و دلایل برتری آن نسبت به منحنی لورنتس  یمنحننابرابری درآمد با 

که منحنی زمان کل آزمون بهتر  گفتتوان میگیری کلی شده است. در یک نتیجه تشریح

به خصوص در های مختلف را نشان دهد. از منحنی لورنتس اختلاف نابرابری درآمد سال

ستند، این منحنی نسبت به بررسی جوامعی که دارای نابرابری درآمد نزدیک به هم ه

در پایان نیز با استفاده از دهد. تر نشان میمنحنی لورنتس اختلاف نابرابری درآمد را واضح

مدل تغییرشکل یافته یک  و بر اساس یک تابع تغییر شکل جدید تغییر شکل ابعتروش 

استفاده  ها و همچنین نحوه به دست آوردن برآورد پارامترهای آن بابرخی ویژگیمعرفی و 

با در نظر گرفتن چند توزیع اقتصادی از روش درستنمایی ماکسیمم ارائه شده است. سپس 

و  های درآمد شهروندان تگزاسبه عنوان توزیع پایه معیارهای برازندگی مدل برای داده

مورد مطالعه قرار گرفته و نشان داده  1395های درآمد خانوارهای ایرانی در سال داده

توانند برازش بهتری نسبت به توزیع پایه ایجاد می جدید های تغییر شکلوزیعشود که تمی

برای  Pکه این موضوع از مقایسه معیارهای اطلاعاتی چهارگانه و همچنین آماره  کنند

 باشد.های مورد نظر قابل استنباط میتوزیع
 

 :مراجع
های نابرابری  اقتصادی  ارزیابی سازگاری شاخص(، برآورد و 1384) ابونوری، اسمعیل و اسناوندی، اسماعیل

 .171-210: 71مجله تحقیقات اقتصادی دانشگاه تهران،  ،ها در ایرانبا استفاده از ریزداده

های پارامتریک و (، برآورد و مقایسه نابرابری توزیع درآمد با روش1392ابونوری، اسمعیل و ذوقی، الناز)
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 .30-13(: 30)8وهشی اقتصاد کلان، نامه علمی پژپژوهش ،ناپارامتریک

(، ساختار تولید و توزیع درآمد در ایران. فصلنامه علمی مدلسازی 1394) ابونوری، اسمعیل و فراهتی، محبوبه

 .1-23 (:32)9اقتصادی، 

، کاربردی از اندازه گیری میزان چولگی ناهمواری بر (1391) برزادران، غلامرضابهدانی، زهرا و محتشمی

 . 225-242 (:2)23های آمار رسمی ایران، مجله بررسی ،منحنی لورنتس و توزیع درآمداساس 

ای (، مطالعه مقایسه1394برزادران، غلامرضا و صادقپور گیلده، بهرام)بهدانی، زهرا ، واقعی، یدا...، محتشمی
های مجله بررسی ،1393تا  1384های جنوبی با کشور طی سالهای توزیع درامد استان خراسانشاخص

 .161-181: (2)26آمار رسمی ایران، 

(، نابرابری درآمد در 1393) برزادران، غلامرضا و پوراسمعیلی، حدیثخراشادی زاده، سیدجمال ، محتشمی

 .21-31 (:1)1فصلنامه مدلسازی اقتصادسنجی،  ،خطوط اتوبوسرانی مشهد بر اساس شاخص زنگا

 -ارشد کارشناسی نامه پایان آن، هایویژگی و تغییرشکل مفصل (،1392) سینعلیح برزادران،محتشمی
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شاخص زنگا در سنجش نابرابری  ،(1397) برزادران، غلامرضا و امینی، محمدمیرزایی، شهریار، محتشمی
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